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概率笔记12——多维正态分布的最大似然估计


　　我们在前面的章节中见识过二维正态分布，(X,Y)服从参数为μ1, μ2, σ1,

σ2, ρ的二维正态分布，记作(X, Y)~N(μ1, μ2, σ1, σ2, ρ)，它的密度函数：

　　其中μ1是第1维度的均值，σ1
2是第1维度的方差，ρ是将两个维度的相

关性规范到-1到+1之间的统计量，称为样本的相关系数，定义为：

　　对于二维正态随机变量(X,Y)，X和Y相互独立的充要条件是二者的协方

差为0，也就是参数ρ=0。由于一维随机变量没有是否独立一说，ρ一定是

0，因此没有在一维随机变量的正态分布中体现ρ。

　　下图是一个标准二维正态分布和其在x-z，y-z平面的投影：
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　　现在推广到多维，为了便于表达，我们用向量的形式表示随机变量和参

数，对于n维随机变量：

　　这里只考虑所有维度变量互相独立的情况，即ρ=0的情况，此时密度函

数可表示为：

　　上面的结果告诉我们，在各维度相互独立的情况下，多维正态分布的概

率密度其实就是各个维度的正态分布密度函数的乘积。

　　在①中：

　　σi
2表示xi的方差，如此看来，中间那个矩阵实际上是协方差矩阵的逆

矩阵：

　　根据行列式的性质，上三角矩阵的行列式等于主对角线所有元素的乘

积，斜对角矩阵当然也是一个上三角矩阵，因此协方差矩阵的行列式是：

　　将②、③代入①中，得到最终结果：
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最大似然估计量

　　n维相互独立的随机变量x服从正态分布：

　　在求最大似然估计量时和一维随机变量有所区别，根据上一节的最终结

果：

　　假设有m个可观察样本，那么最大似然函数是：

　　其对数似然函数是：

　　其中m和n是已知的，C 是一个常数。

　　求极值需要对μ和∑求偏导：

　　μ和∑是矩阵，涉及到矩阵的求导法则。先看对μ的求导，lnL由3个因子

组成，只有一个因子含有μ，因此：

　　其中：
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--trustInU
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　　上式中：

　　因此：

　　将该结论代入∂lnL/∂μ中：

　　μ和∑是矩阵，根据矩阵的求导法则：

　　因为∑-1是一个对称矩阵，因此：

　　根据矩阵的求导法则：

　　将a1，a2代入∂lnL/∂μ 中：
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　　再看对∑求偏导：

　　∑和∑-1都是实对称矩阵，根据矩阵的求导法则，当A是实对称矩阵时：

　　再看b2。设ωpq是∑第p行第q列的元素，Epq是一个第p行第q列元素为

1，其它元素全为0的矩阵，E与∑-1同阶。根据矩阵的求导公式：

　　已经知道了∑-1是一个对称矩阵，矩阵乘法满足结合律，在不改变矩阵

顺序的条件下可以任意加括号：

　　其中(∑-1(x(i)-μ))T是一个1*n的矩阵，(∑-1(x(i)-μ))Tp表示矩阵中的第p

个元素；∑-1(x(i)-μ)是一个n*1的矩阵，(∑-1(x(i)-μ))q表示矩阵中的第q个元

素。将该结论推广到矩阵对矩阵的的求导，根据矩阵对矩阵的求导公式：
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　　其中：

　　在A1中，(∑-1(x(i)-μ))T是一个1*n的矩阵，(∑-1(x(i)-μ))Ti表示矩阵中的

第i个元素，是一个标量；∑-1(x(i)-μ)是一个n*1的矩阵，(∑-1(x(i)-μ))i表示矩

阵中的第i个元素，也是一个标量，因此：

　　终于可以求得b2了：

　　现在可以看看最终的似然函数：

　　I是单位矩阵，∑-1I=∑-1：
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　　等号两侧同时左乘∑：

　　两侧同时右乘∑：

　　最终解得：

　　最终结论，多维正态分布的最大似然估计量是：

　　

　　作者：我是8位的

　　出处：http://www.cnblogs.com/bigmonkey

　　本文以学习、研究和分享为主，如需转载，请联系本人，标明作者和出处，非商

业用途！ 

　　扫描二维码关注公作者众号“我是8位的”
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· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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